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Для описания последних астрономических наблюдений, свидетельству-
ющих об ускоренном расширении Вселенной, рассмотрены космологи-
ческие модели с различным уравнением состояния. При этом основ-
ное внимание уделено модели с модифицированным газом Чаплыгина.
С точки зрения соответствия наблюдательным данным по сверхновым
типа Ia, барионным акустическим осцилляциям, оценкам параметра
Хаббла 𝐻(𝑧) рассчитаны оптимальные значения параметров модели и
допустимые области их изменения. Для сравнительного анализа рас-
смотрены наиболее популярная модель ΛCDM и модель с обобщенным
газом Чаплыгина.
Ключевые слова: ускоренное расширение, модифицированный газ
Чаплыгина, параметр Хаббла, уравнение состояния.
Вестник ТвГУ. Серия: Прикладная математика. 2015. № 2. С. 7–23.
1. Введение
Ускоренное расширение Вселенной было открыто в 1998 году при наблюдени-
ях за сверхновыми типа Ia [1, 2]. Позднее этот вывод был подтвержден другими
источниками: исследованиями барионных акустических осцилляций в крупномас-
штабной кластеризации галактик [3,4], измерениями реликтового излучения [5–7],
а также расчетами значений параметра Хаббла 𝐻(𝑧) = ?˙?/𝑎 в зависимости от крас-
ного смещения 𝑧, сделанными в работах [8] – [22].
Сверхновые типа Ia используют как «стандартные свечи» для измерения рас-
стояний до удаленных галактик [1,2,23], так как для них можно измерить красное
смещение 𝑧 и определить фотометрическое расстояние 𝐷𝐿 до них. Зависимость
𝐷𝐿(𝑧) свидетельствует об ускоренном росте масштабного фактора 𝑎(𝑡) на поздней
стадии эволюции [3].
1Работа выполнена в рамках государственного задания по проекту №1686.
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Эффект барионных акустических осцилляций (БАО) наблюдается в виде пика
в корреляционной функции, который соответствует масштабу акустического гори-
зонта 𝑟𝑠(𝑧𝑑) [4,6]. Метод, основанный на анализе эффекта БАО, позволил получить
многочисленные данные наблюдений [13] – [31], в частности, был использован для
расчета значений параметра Хаббла 𝐻(𝑧) [13] – [22]. Все эти данные: результаты
наблюдений сверхновых типа Ia [32], БАО, данные измерений 𝐻(𝑧) подтвержда-
ют вывод об ускоренном расширении Вселенной [3, 5, 6], а также накладывают
ограничения на возможные космологические теории и модели.
Ускоренное расширение Вселенной пытаются объяснить с помощью космологи-
ческих теорий с различными модификациями эйнштейновской гравитации. Среди
этих моделей наиболее популярна модель ΛCDM с холодной темной материей и
Λ-членом (темной энергией). Эта модель хорошо описывает наблюдательные дан-
ные по сверхновым типа Ia, барионным акустическим осцилляциям, оценкам𝐻(𝑧),
анизотропии реликтового излучения и другие данные [3, 5, 6, 23].
Однако, в модели ΛCDM имеются проблемы, связанные с неясной природой
темной материи и темной энергии, с чрезвычайной малостью наблюдаемого зна-
чения константы Λ, с малой вероятностью совпадения по порядку величины се-
годняшних значений ΩΛ (современной доли темной энергии) и Ω𝑚 (современной
доли материи) при различном характере их зависимости от времени [33].
Это послужило поводом для возникновения альтернативных космологических
моделей [33,34], в частности, теорий с различными уравнениями состояния, среди
которых мы выделим и рассмотрим в настоящей работе модель с модифицирован-
ным газом Чаплыгина (MCG) [35] – [40] с уравнением состояния
𝑝𝑔 = 𝑤𝜌𝑔 −𝐵 𝜌−𝛼𝑔 . (1)
Эта модель непосредственно обобщает рассмотренную в нашей предыдущей работе
[23] модель с обобщенным газом Чаплыгина (GCG)
𝑝𝑔 = −𝐵/𝜌𝛼𝑔 . (2)
Отметим, что уравнение состояния вида (2) используется и в многомерной гра-
витационной модели [41].
В настоящей работе мы анализируем описание с помощью модели MCG самых
последних наблюдательных данных по сверхновым типа Ia, БАО и параметру
Хаббла 𝐻(𝑧) в сравнении с моделями ΛCDM и GCG.
2. Наблюдательные данные
В работе используются наблюдательные данные по 𝑁𝑆 = 580 сверхновым типа
Ia [32]. Таблица данных по сверхновым содержит красное смещение 𝑧 = 𝑧𝑖, мо-




и ошибку 𝜎𝑖 в
измерении 𝜇𝑖.
Фотометрическое расстояние 𝐷𝐿 определяется следующим образом [1,33]:
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𝐻0 ≡ 𝐻(𝑡0) — современные значения 𝑎 и 𝐻.









Для рассматриваемых космологических моделей мы задаем значения пара-
метров модели 𝑝1, 𝑝2, . . . , находим зависимость 𝑎(𝑡), интеграл (3) и модельно-
зависимые величины 𝐷𝑡ℎ𝐿 для фотометрического расстояния (3) (для 𝑧) или 𝜇
𝑡ℎ
для модуля фотометрического расстояния. Для сравнения теоретических значе-
ний с данными измерений 𝑧𝑖 и 𝜇𝑖 из таблицы [32] используется функция








или функция ℒ𝑆(𝑝1, 𝑝2, . . . ) = exp(−𝜒2𝑆/2).







а также величины, которые можно рассматривать, как наблюдательные проявле-














𝐻20 — современная доля материи с плотностью 𝜌, величи-
на 𝑟𝑠(𝑧𝑑) в (7) — масштаб звукового горизонта. Для оценки значений параметра
𝑟𝑠(𝑧𝑑) разными авторами [14] – [31] были использованы как теоретические, так и
статистические методы. В Таблице 1 представлены последние оценки масштаба
звукового горизонта 𝑟𝑠(𝑧𝑑):
Таблица 1: Оценки 𝑟𝑠(𝑧𝑑) (Мпк)
𝑟𝑠(𝑧𝑑) 147.4 147.49 148.6 148.69 149.28 152.40 152.76 153.19 153.2 153.5
Ссылки [22] [6, 21] [30] [31] [7, 19] [27] [15] [18] [25, 26,29] [24]
В большинстве из процитированных в Таблице 1 работ, величина 𝑟𝑠(𝑧𝑑) ис-
пользуется для вычисления 𝐷𝑉 (𝑧), 𝐻(𝑧) и некоторых других параметров. Таким
образом, значения этих величин сильно зависят от 𝑟𝑠(𝑧𝑑).
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В данной работе используется значение 𝑟𝑠(𝑧𝑑), равное среднему арифметиче-
скому представленных в Таблице 1 значений, а также соответствующая стандарт-
ная ошибка
𝑟𝑠(𝑧𝑑) = 150.69± 2.45 Мпк. (8)
Известные на текущий момент данные БАО [13] – [31] относительно значений
параметров (7) представлены в Таблице 2. В работе используются 𝑁𝐵 = 17 зна-
чений параметра 𝑑𝑧(𝑧) (добавлено 10 значений по сравнению с данными в рабо-
тах [23,41]) и 7 значений для 𝐴(𝑧).
Таблица 2: Значения параметров (7) 𝑑𝑧(𝑧) = 𝑟𝑠(𝑧𝑑)/𝐷𝑉 (𝑧) и 𝐴(𝑧)
𝑧 𝑑𝑧(𝑧) 𝜎𝑑 𝐴(𝑧) 𝜎𝐴 Refs Survey
0.106 0.336 0.015 0.526 0.028 [5, 26] 6dFGS
0.15 0.2232 0.0084 - - [31] SDSS DR7
0.20 0.1905 0.0061 0.488 0.016 [24,27] SDSS DR7
0.275 0.1390 0.0037 - - [24] SDSS DR7
0.278 0.1394 0.0049 - - [25] SDSS DR7
0.314 0.1239 0.0033 - - [27] SDSS LRG
0.32 0.1181 0.0026 - - [19] BOSS DR11
0.35 0.1097 0.0036 0.484 0.016 [24,27] SDSS DR7
0.35 0.1126 0.0022 - - [28] SDSS DR7
0.35 0.1161 0.0146 - - [16] SDSS DR7
0.44 0.0916 0.0071 0.474 0.034 [27] WiggleZ
0.57 0.0739 0.0043 0.436 0.017 [17] SDSS DR9
0.57 0.0726 0.0014 - - [19] SDSS DR11
0.60 0.0726 0.0034 0.442 0.020 [27] WiggleZ
0.73 0.0592 0.0032 0.424 0.021 [27] WiggleZ
2.34 0.0320 0.0021 - - [22] BOSS DR11
2.36 0.0329 0.0017 - - [21] BOSS DR11
Оценки величин 𝑑𝑧(𝑧) и 𝐴(𝑧) в Таблице 2 являются зависимыми [24, 27]. Для
сравнения теоретических расчетных значений с результатами наблюдений 𝑑𝑧(𝑧𝑖)
из Таблицы 2 находим для (7) функцию 𝜒2:
𝜒2𝐵(𝑝1, 𝑝2, . . . ) = (∆𝑑)
𝑇𝐶−1𝑑 ∆𝑑 + (∆𝐴)
𝑇𝐶−1𝐴 ∆𝐴, ∆𝑑 = 𝑑𝑧(𝑧𝑖)− 𝑑𝑡ℎ𝑧 . (9)
Соответствующие элементы ковариационных матриц 𝐶−1𝑑 = ||𝑐𝑑𝑖𝑗 || и 𝐶−1𝐴 = ||𝑐𝐴𝑖𝑗 || в
(9) имеют вид [5,24,27]:
𝑐𝑑33 = 30124, 𝑐
𝑑
38 = −17227, 𝑐𝑑88 = 86977,
𝑐𝑑1111 = 24532.1, 𝑐
𝑑
1114 = −25137.7, 𝑐𝑑1115 = 12099.1, 𝑐𝑑1414 = 134598.4,
𝑐𝑑1415 = −64783.9, 𝑐𝑑1515 = 128837.6; 𝑐𝐴1111 = 1040.3, 𝑐𝐴1114 = −807.5,
𝑐𝐴1115 = 336.8, 𝑐
𝐴
1414 = 3720.3, 𝑐
𝐴
1415 = −1551.9, 𝑐𝐴1515 = 2914.9.
Здесь 𝑐𝑖𝑗 = 𝑐𝑗𝑖 (матрицы симметричны), неуказанные диагональные элементы
𝑐𝑖𝑖 = 1/𝜎
2
𝑖 , 𝑐𝑖𝑗 = 0, 𝑖 ̸= 𝑗.
Для 𝜎𝑑 в Таблице 2 учитывается корреляция между оценками величин 𝑑𝑧(𝑧) и
𝐻(𝑧) (Таблица 3) при 𝑧 = 0.35, 0.57, 2.34, 2.36 в работах [16–18,21,22].
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Наблюдательные данные для параметра Хаббла 𝐻(𝑧) в зависимости от крас-
ного смещения 𝑧 представлены в Таблице 3, таблица содержит 37 значений пара-
метра 𝐻(𝑧) [8] – [22].
Расчеты значений параметра 𝐻(𝑧) были сделаны двумя методами:
1. методом оценки разности возраста галактик с близким значением красного











2. с помощью измерения эффекта БАО в виде пика в корреляционной функции
[13] – [22], который соответствует масштабу звукового горизонта 𝑟𝑠(𝑧𝑑).
Таблица 3: Значения параметра Хаббла 𝐻(𝑧) с ошибками 𝜎𝐻 [8] – [22]
𝑧 𝐻(𝑧) 𝜎𝐻 Refs 𝑧 𝐻(𝑧) 𝜎𝐻 Refs
0.070 69 19.6 [11] 0.570 96.8 3.4 [19]
0.090 69 12 [8] 0.593 104 13 [10]
0.120 68.6 26.2 [11] 0.600 87.9 6.1 [14]
0.170 83 8 [8] 0.680 92 8 [10]
0.179 75 4 [10] 0.730 97.3 7.0 [14]
0.199 75 5 [10] 0.781 105 12 [10]
0.200 72.9 29.6 [11] 0.875 125 17 [10]
0.240 79.69 2.99 [13] 0.880 90 40 [9]
0.270 77 14 [8] 0.900 117 23 [8]
0.280 88.8 36.6 [11] 1.037 154 20 [10]
0.300 81.7 6.22 [20] 1.300 168 17 [8]
0.340 83.8 3.66 [13] 1.363 160 33.6 [12]
0.350 82.7 9.1 [16] 1.430 177 18 [8]
0.352 83 14 [10] 1.530 140 14 [8]
0.400 95 17 [8] 1.750 202 40 [8]
0.430 86.45 3.97 [13] 1.965 186.5 50.4 [12]
0.440 82.6 7.8 [14] 2.300 224 8.6 [15]
0.480 97 62 [9] 2.340 222 8.5 [22]
0.570 87.6 7.8 [17] 2.360 226 9.3 [21]
В последнем методе оценка значений 𝐻(𝑧) существенно зависит от доверитель-











В Таблице 3 этот множитель учитывается только при вычислении ошибки 𝜎𝐻
в работах [13,15–17,21,22], где доверительные величины 𝑟𝑓𝑖𝑑𝑠 существенно отлича-
ются от значения (8). Оценки величины 𝐻(𝑧) в Таблице 3 те же самые, что и в
соответствующих работах.
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При сравнении данных для параметра Хаббла по 𝑁𝐻 = 38 из Таблице 3 с
предсказаниями моделей используется функция 𝜒2𝐻 , подобная функциям (5), (9):









Для модели ΛCDM и моделей с обобщенным или модифицированным газом














𝜈 = diag (−𝜌, 𝑝, 𝑝, 𝑝). (12)
В модели ΛCDM и барионную, и темную материю можно рассматривать как
пылевидную и положить 𝑝 = 0 в выражении (12). При этом плотность
𝜌 = 𝜌𝑐 = 𝜌𝑏 + 𝜌𝑑𝑚.
Для метрики Робертсона–Уокера со знаком кривизны 𝑘
𝑑𝑠2 = −𝑑𝑡2 + 𝑎2(𝑡)
[︁
(1− 𝑘𝑟2)−1𝑑𝑟2 + 𝑟2𝑑Ω
]︁
(13)




= 8𝜋𝐺𝜌 + Λ, (14)
?˙? = −3 ?˙?
𝑎
(𝜌 + 𝑝). (15)
Уравнение (15) является следствием условия непрерывности 𝑇𝜇𝜈;𝜇 = 0, точка —
производная по 𝑡. Скорость света 𝑐 здесь и далее полагаем равной 1.
Для модели ΛCDM с пылевидной материей (𝑝 = 0), используя общее решение
𝜌/𝜌0 = (𝑎/𝑎0)



























— современные доли материи, темной энергии (Λ-члена) и кривизны, которые
связаны уравнением
Ω𝑚 + ΩΛ + Ω𝑘 = 1. (18)
Уравнение (18) следует из (16) при 𝑡 = 𝑡0.
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Введя безразмерные величины: время 𝜏 и логарифм масштабного фактора [41]
𝜏 = 𝐻0𝑡, 𝒜 = log 𝑎
𝑎0
, (19)





Ω𝑚𝑒−3𝒜 + ΩΛ + Ω𝑘𝑒−2𝒜. (20)
Это уравнение мы интегрируем численно по направлению «в прошлое» с соответ-




эквивалентным 𝑎(𝑡0) = 𝑎0. Здесь и далее современной эпохе (𝑡 = 𝑡0) соответствует
значение 𝜏 = 1.
Наблюдательные данные раздела 2 относятся к эпохе 𝑧 6 2.36. Для их описания
с помощью модели ΛCDM используются три свободных параметра модели:𝐻0, Ω𝑚
и ΩΛ, при этом вместо Ω𝑚 или ΩΛ можно использовать Ω𝑘.
Фиксируя параметры 𝐻0, Ω𝑚 и ΩΛ, можно найти численное решение задачи
Коши (20), (21) и вычислить значения величин 𝑎(𝑡)/𝑎0, 𝐻(𝑧), 𝐷𝐿(𝑧) (3), 𝑑𝑧(𝑧) и
𝐴(𝑧) (7). Сравнивая полученные значения с наблюдательными данными из [32] и








Результаты данных расчетов показаны на Рис. 1. Так, в левом верхнем уг-
лу показана зависимость функции min𝜒2Σ = min
Ω𝑚,ΩΛ
𝜒2Σ(𝐻0) от постоянной Хаббла
𝐻0. Минимум вычисляется для каждого фиксированного значения 𝐻0. На пане-
ли ниже представлена зависимость от 𝐻0 координат Ω𝑚, ΩΛ точки минимума 𝜒
2
Σ
(оптимальных для данного 𝐻0 значений), а также параметра Ω𝑘 = 1− Ω𝑚 − ΩΛ.
Мы можем подтвердить сделанный в работах [23,41] вывод о значительной за-
висимости функции min𝜒2Σ от параметра𝐻0. Функция min𝜒
2
Σ(𝐻0) имеет выражен-
ный минимум в точке 𝐻0 ≃ 70.13 км с−1Мпк−1, при этом оптимальные значения
параметров:
ΛCDM :
min𝜒2Σ = 595.85, Ω𝑚 = 0.278, ΩΛ = 0.757, Ω𝑘 = −0.036,
𝐻0 = 70.127± 0.317 (1𝜎)±0.639 (2𝜎) км (cМпк)−1. (23)
Значение Ω𝑘 = −0.036 получено из уравнения (18). Для оценки ошибок 1𝜎 и 2𝜎




Ошибки для остальных модельных параметров вычисляются аналогично и
представлены далее в Таблице 4.
Оптимальное значение 𝐻0 (23) находится в согласии с оценками проекта
Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) [5] 𝐻0 = 69.7 ± 2.4, но на уровне
2𝜎 противоречит оценкам других спутниковых проектов: Planck Collaboration [7]
𝐻0 = 67.8 ± 0.9 и Hubble Space Telescope [42] 𝐻0 = 73.8 ± 2.4 км c−1Мпк−1. Вы-
бор последнего значения, а также 𝐻0 = 68 км c
−1Мпк−1 в работе [43] оказался
неудачным для описания авторами данных по сверхновым, БАО и 𝐻(𝑧).
14 ВОРОНЦОВА Е.Г., ШАРОВ Г.С.



































































































































Рис. 1: Для модели ΛCDM на трех верхних панелях показана зависимость min𝜒2Σ
от одного параметра: 𝐻0, Ω𝑚 и от ΩΛ. В следующем ряду представлена зависи-
мость координат точки минимума 𝜒2Σ от тех же параметров. Справа на плос-












оптимальные значения третьего параметра фиксированы и показаны.
На следующих панелях Рис. 1 представлена зависимость min𝜒2Σ и координат
точки минимума от параметров Ω𝑚 и ΩΛ. При этом минимумы вычисляются по







зависимости также демонстрируют отчетливый минимум, особенно резкий в слу-
чае min𝜒2Σ(Ω𝑚). Это связано с вкладом в 𝜒
2





𝐵 очень чувствительно к значениям Ω𝑚.
На панелях среднего ряда графики ℎ(Ω𝑚) и ℎ(ΩΛ) показывают величину ℎ =
𝐻0/100, где 𝐻0 — оптимальное значение, соответствующее минимуму 𝜒
2
Σ.
На остальных панелях результаты расчетов представлены как линии уровня,
соответствующие 1𝜎 (68.27%), 2𝜎 (95.45%) и 3𝜎 (99.73%), для функций 𝜒2(𝑝1, 𝑝2)
на плоскости двух параметров при условии, что третий параметр фиксирован с
его оптимальным значением. В частности, на правых панелях показаны все функ-
ции 𝜒2(Ω𝑚,ΩΛ) при фиксированном оптимальном значении 𝐻0. В правом нижнем
окне наряду со сплошными линиями уровня функции 𝜒2Σ(Ω𝑚,ΩΛ) приведена тон-
кая прямая пунктирная линия Ω𝑚 + ΩΛ = 1 или Ω𝑘 = 0, отвечающая плоской
модели. Она показывает, что оптимальные параметры модели ΛCDM (23) близки
к параметрам плоской модели с Ω𝑘 = 0 на уровне 1𝜎.
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4. Модель с модифицированным газом Чаплыгина
В работе [41] для описания наблюдательных данных по сверхновым типа Ia [32],
значениям параметра Хаббла 𝐻(𝑧), а также барионным акустическим осцилляци-
ям применялась модель обобщенного газа Чаплыгина (GCG). В данной работе
используется расширенный набор данных, представленных в Таблицах 2, 3, и рас-
сматривается модель с модифицированным газом Чаплыгина (MCG) с уравнением
состояния (1) [35] – [40]
𝑝𝑔 = 𝑤𝜌𝑔 −𝐵 𝜌−𝛼𝑔 . (24)
В случае 𝑤 = 0 уравнение состояния (24) переходит в уравнение состояния для
обобщенного газа Чаплыгина (2) [41] 𝑝𝑔 = −𝐵 𝜌−𝛼𝑔 .
В моделях GCG и MCG газ Чаплыгина с плотностью 𝜌𝑔 играет роль и темной
материи, и темной энергии и вносит вклад в общую плотность следующим образом:
𝜌 = 𝜌𝑐 + 𝜌𝑔 + 𝜌𝑟. (25)
Здесь 𝜌𝑐 = 𝜌𝑏 + 𝜌𝑑𝑚 — плотность холодной материи, включающей видимую бари-
онную и темную материю, 𝜌𝑟 = 0 — плотность релятивистской материи (радиация
и нейтрино), которая при значениях 𝑧 6 2.36 близка к нулю. Ниже мы полагаем
𝜌𝑟 = 0 и рассматриваем обе модели — MCG и GCG — как двухкомпонентные с
компонентой пылевидной материи 𝜌𝑐 и компонентой газа Чаплыгина 𝜌𝑔 (24). В
этом случае общая плотность (25) имеет вид
𝜌 = 𝜌𝑐 + 𝜌𝑔, 𝑝𝑐 = 0. (26)








вместо Ω𝑐, помня о том, что эти величины могут включать в себя не только види-
мую барионную материю, но также и некоторую долю холодной темной материи
с плотностью 𝜌 = 𝜌𝑑𝑚. Такая замена обозначений оправдана тем, что примене-
ние модели GCG [41] показало довольно слабую зависимость функции min𝜒2Σ от
доли пылевидной материи Ω𝑏 (или Ω𝑐). Следовательно, можно полагать, что зна-
чение Ω𝑏 определяется только барионной материей и фиксировать его на основе
наблюдений [5–7].
Для модели MCG (24) уравнение (15) можно проинтегрировать и получить



















Здесь вместо 𝐵 используется безразмерный параметр 𝐵𝑠 = 𝐵𝜌
−1−𝛼
0 /(1+𝑤). Таким
образом в модели MCG (1) имеется 6 свободных параметров: 𝐻0, Ω𝑏, Ω𝑘, 𝑤, 𝛼 и
𝐵𝑠 (в модели GCG свободных параметров 5 — отсутствует 𝑤).
Так как в модели MCG ΩΛ = 0, то из уравнения (18) получаем Ω𝑚 = 1−Ω𝑘. Вы-
ражение для параметра 𝐴(𝑧) (7) содержит множитель
√
Ω𝑚, поэтому для любой
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модели необходимо использовать эффективное значение Ω𝑒𝑓𝑓𝑚 этого параметра. В
ряде работ [38–40] в качестве эффективного значения использовалось выражение
Ω𝑒𝑓𝑓𝑚 = Ω𝑏 + (1 − Ω𝑏 − Ω𝑘)(1 − 𝐵𝑠)1/(1+𝛼), следующее из сравнения моделей GCG
и ΛCDM в пределе ранней Вселенной 𝑧 ≫ 1. Но, поскольку для большей части
описанных в разделе 2 наблюдательных данных красное смещение лежит на от-
резке 0 < 𝑧 < 1, мы в работе [41] предложили использовать другое выражение для
Ω𝑒𝑓𝑓𝑚 . Оно вычисляется в пределе 𝑧 → 0, соответствующем настоящему времени.
В данной работе мы используем его аналог для модели MCG, получаемый при
сравнении правых частей уравнений (16) и (28) в пределе 𝑧 → 0 или 𝒜 → 0:
Ω𝑒𝑓𝑓𝑚 = Ω𝑏 + (1− Ω𝑏 − Ω𝑘)(1−𝐵𝑠)(1 + 𝑤). (29)
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Рис. 2: Результаты расчетов для модели MCG: зависимость min𝜒2Σ от одно-
го параметра (сплошные линии для MCG и пунктирные для GCG), координаты
точки минимума и линии уровня на плоскости двух параметров. Обозначения
те же, что и на Рис. 1.
На Рис. 2 представлено, как модель MCG (24) описывает наблюдательные дан-
ные из [32] и Таблиц 2, 3 в сравнении с моделью GCG. В верхнем ряду показано,
как минимумы суммарных функций min𝜒2Σ (22) для моделей MCG (сплошные ли-
нии) и GCG (штриховые линии) зависят от выбранных параметров модели: 𝐻0,
Ω𝑘, 𝑤, 𝛼, Ω𝑏. Данные графики определяют оптимальные значения и ошибки па-
раметров моделей, которые представлены в Таблице 4. Второй ряд на Рис. 2 со-
ответствует панелям верхнего ряда, на нем представлена зависимость координат
точек минимума от 𝐻0, . . . , Ω𝑏 для модели MCG.
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На правой панели верхнего ряда Рис. 2 величина min𝜒2Σ для модели MCG озна-





𝜒2Σ. Представленные здесь результаты расчетов согласу-
ются с выводом, сделанным ранее в работе [41], и подтверждают, что минимум
функции min𝜒2Σ для моделей MCG и GCG почти не зависит от Ω𝑏 в области
0 6 Ω𝑏 6 0.2. Это позволяет считать, что возможный вклад темной материи в
Ω𝑏 практически не влияет на эффективность моделей MCG и GCG. Поэтому мы
не будем учитывать возможность такого вклада — не будем рассматривать Ω𝑏 в
качестве свободного параметра модели, а зафиксируем его значение
Ω𝑏 = 0.047 (30)
как среднее по данным наблюдений из обзоров WMAP [5] (Ω𝑏 = 0.0464) и Planck
[6, 7] (Ω𝑏 = 0.0485).
На Рис. 2 параметр Ω𝑏 изменяется только на 3 правых панелях, на остальных
13 его значение фиксировано в виде (30). Это, в частности, означает, что величину
min𝜒2Σ(𝐻0) на верхней левой панели для модели MCG следует воспринимать как
минимум по 4 параметрам min
Ω𝑘,𝑤,𝛼,𝐵𝑠
𝜒2Σ с фиксированным Ω𝑏 = 0.047. Такая же
картина имеет место на соседних панелях для зависимости min𝜒2Σ от Ω𝑘, 𝑤, 𝛼, в
частности, min𝜒2Σ(Ω𝑘) = min
𝐻0,𝑤,𝛼,𝐵𝑠
𝜒2Σ. Для модели GCG с 𝑤 = 0 эти минимумы,
показанные штриховыми линиями, берутся по 3 оставшимся параметрам.
Зависимость min𝜒2Σ(𝐻0) для обеих моделей MCG и GCG имеет резкий мини-
мум, напоминающий формой и положением соответствующий график для модели
ΛCDM на Рис. 1. Оптимальные значения 𝐻0 и допустимые отклонения в Табли-
це 4 для трех моделей достаточно близки. Естественно, график min𝜒2Σ для модели
GCG лежит выше, чем для MCG, эти кривые касаются в точке, в которой опти-
мальное значение 𝑤 равно нулю (см. панель ниже).
Графики min𝜒2Σ(Ω𝑘) и min𝜒
2
Σ(𝑤) асимметричны, при Ω𝑘 > 0 величина min𝜒
2
Σ
для модели GCG близка к значению MCG, но при Ω𝑘 < 0 эти кривые расходятся.
Зависимость min𝜒2Σ от 𝛼 существенно различна для этих двух моделей — для GCG
данная функция имеет резкий минимум при 𝛼 ≃ −0.056 с 𝜎 ≃ 0.074, но для модели
MCG зависимость достаточно плавная, минимум при 𝛼 ≃ 0.5 имеет 𝜎 ≃ 0.46
(все результаты в Таблице 4). Можно заметить, что в модели MCG изменения
параметра 𝑤 могут компенсировать изменения 𝛼.
На 6 нижних панелях Рис. 2 для модели MCG мы приводим 1𝜎, 2𝜎 и 3𝜎 линии
уровня функций 𝜒2 на плоскостях двух модельных параметров в тех же обозна-
чениях, что и на Рис. 1. Для других параметров модели фиксированы и указаны
на панелях их оптимальные значения, эти значения приведены в Таблице 4.
Наши оценки для модели MCG, приведенные в Таблице 4, следует сравнить
с результатами работ [38–40], в которых рассматривалась та же модель, но толь-
ко в плоском случае с Ω𝑘 = 0. При таком ограничении авторы [38] описали на-
блюдательные данные с 557, 15 и 2 точками, соответственно, для сверхновых,





−0.0723 близки к нашим из Таблицы 4.
В работах [39,40] для модели MCG при Ω𝑘 = 0 в ходе описания других данных
получены отличающиеся от значений из Таблицы 4 оценки 𝑤 = 0.005, 𝛼 = 0.19,
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Таблица 4: Модели и 1𝜎 оценки параметров моделей (Ω𝑏 = 0.047)
Модель min𝜒2Σ 𝐻0 Ω𝑘 другие параметры
ΛCDM 595.85 70.127 −0.035 Ω𝑚= 0.278+0.01−0.008, ΩΛ= 0.757± 0.029
±0.317 ±0.031
GCG 595.25 69.99 −0.015 𝛼 = −0.056± 0.074, 𝐵𝑠 = 0.757± 0.011
±0.36 ±0.041
MCG 594.52 70.122 −0.061 𝛼 = 0.499+0.442−0.465, 𝐵𝑠 = 0.728+0.035−0.025
±0.394 ±0.069 𝑤 = −0.155+0.202−0.076
𝐵𝑠 = 0.825. Возможно, расхождение связано с неоправданной предварительной
фиксацией в работах [39,40] значения важного модельного параметра 𝐻0.
Заключение
С помощью моделей ΛCDM с темной энергией и холодной темной материей,
модели MCG с модифицированным газом Чаплыгина (24), а также модели GCG с
обобщенным газом Чаплыгина (2) в данной работе проведено описание последних
наблюдательных данных по сверхновым типа Ia [32], барионным акустическим
осцилляциям (Таблица 2) и измерениям параметра Хаббла 𝐻(𝑧) (Таблица 3).
Выбор параметров моделей основан на минимизации функции (22) 𝜒2Σ — суммы
вкладов (5), (9) и (10) от трех указанных выше групп наблюдательных данных.
Результаты расчетов показали хорошее описание наблюдений с помощью данных
моделей с оптимальными значениями параметров, представленными в Таблице 4.
Как видим, наилучшее значение min𝜒2Σ достигается для модели MCG, однако
надо учесть, что число модельных параметров 𝑁𝑝 в MCG существенно больше,
чем в ΛCDM. Если фиксировать значение Ω𝑏 в виде (30) и не использовать этот
параметр как свободный, то эти числа равны: 𝑁𝑀𝐶𝐺 = 5, 𝑁𝐺𝐶𝐺 = 4, 𝑁Λ𝐶𝐷𝑀 = 3.
Известный информационный критерий Акаике эффективности модели [41]
𝐴𝐼𝐶 = min𝜒2Σ + 2𝑁𝑝
оставляет преимущество за моделью ΛCDM.
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To describe recent astronomical observations demonstrating accelerated
expansion of the Universe we consider cosmological models with different
equations of state. The key attention is paid to the model with modified
Chaplygin gas. We calculate optimal values of the model parameters and
limitations on their acceptable deviations from the best description of obser-
vational data for type Ia supernovae, baryon acoustic oscillations and the
Hubble parameter 𝐻(𝑧) estimations. For comparative analysis we consider
the most popular ΛCDM model and the model with generalized Chaplygin
gas.
Keywords: accelerated expansion, modified Chaplygin gas, Hubble
parameter, equation of state.
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